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C’est a I'audace de leurs fautes de grammaire que I’on reconnait les grands
écrivains !

HENRY DE MONTHERLANT

Préface

1. Les quatre portes de Quadratic City

Les formes quadratiques ressortissent a ce que 1’on appelle 1'algébre bili-
néaire. C’est un chapitre sensiblement plus difficile que I’algébre linéaire de
base. Si I’algébre linéaire représente en un certain sens le degré 1 des mathé-
matiques, I’étude des formes quadratiques se situerait (avec d’autres sujets)
au niveau 2 et I’algébre bilinéaire générale au niveau 3. L’étude des formes
quadratiques est un chapitre important des mathématiques, sur lequel on
connait beaucoup de choses, mais ot tout est loin d’avoir été dit. Si I'on
comparait ce territoire a celui d’'une grande ville, on pourrait dire que 1’on
en a une maitrise horizontale, mais pas pleinement verticale. Autrement
dit, on en connait les boulevards, les rues et peut-étre méme les ruelles,
mais on est loin d’avoir investi ses gratte-ciel ou ses hauts monuments, et
nombre d’iceux sont d’ailleurs comme disent nos amis d’Outre-Manche “in
the making”.

La premiére partie de ce livre présente un quadrillage raisonnable de cette
ville, en étudie quelques quartiers pittoresques, en explore surtout les prin-
cipales portes d’accés et explique comment ces accés sont reliés les uns
aux autres. Elle néglige délibérément toute la partie arithmétique (aussi
bien classique que moderne) de la théorie. Elle n’effleure que trés trés ti-
midement les développements algébriques sophistiqués qui ont abouti a la
formulation et la solution des conjectures de Milnor par Voevodsky et Mo-
rel. La deuxiéme partie est une promenade géométrique que peu de gens
ont explorée ou suivie, en dehors du groupe irréductible des amoureux de
la géométrie classique, perdus dans Paris ou la Province (et en particu-
lier la Belgique et la Suisse), acculés a défendre la Géométrie a ’ancienne
cotlite que cotlite dans les arriére-coulisses des préparations au CAPES et a
I’Agrégation et surtout sur math.net autour des intervenants dissimulés
sous les fameux pseudos j_j, JLT, pappus, poulbot, black et ses différents
avatars, zephir, Bruno, Rescassol, Bouzar, Soland et quelques autres. ..
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Cette deuxiéme partie est (tout comme la premiére) quelque peu inédite
dans sa sensibilité et son propos. On y voit la portée géométrique de ’axio-
matisation de la géométrie et I'usage en force des formes quadratiques pour
étudier ces courbes et surfaces du second degré que sont les coniques et les
quadriques’.

1.1. Introduction aux formes quadratiques

Pour parler schématiquement, il existe essentiellement quatre portes d’accés
aux formes quadratiques, et ’étudiant devrait non seulement se familiariser
avec ses différentes entrées mais savoir aussi passer facilement d’une entrée &
une autre. La porte d’entrée la plus commune et qu’adopte la plupart des
auteurs est & notre sens la moins intéressante. Elle consiste & présenter les
formes quadratiques a travers 1’étude des formes bilinéaires symétriques.
Les différentes notions de base sont offertes sans grands commentaires, et
lorsque I’on vient vers ce territoire aprés avoir acquis une certaine expertise
de ’algébre linéaire, ce qui est d’ailleurs le cas dans 'ordre des choses, on a
I'impression d’arriver dans un territoire exotique, et quelque peu déroutant.
Nous citerons a cet effet et juste a titre d’exemple les vocables de non-
dégénérescence, et d’isotropie, qui contrastent en apparence avec les notions
de noyau, de rang pour les applications linéaires.

Matrices symétriques

Formes bilinéaires congruentes

symétriques

< F 3t
SIPN

Polynémes homogenes Applications linéaires de E

de degré 2 dans son dual E*

La deuxiéme porte d’entrée, qui correspond un peu & l’ordre historique,
est celle de I’étude des fonctions polynomiales homogénes de degré 2 en
plusieurs variables.

1Peu de place est accordée en fait aux quadriques dans ce livre, mais le lecteur
imaginatif saura dans bien des cas porter en dimension supérieure nombre de résultats
ici proposés, en dimension 2, pour les coniques.



