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Avant-propos

Ceci est le premier tome d’une série d’exercices d’Analyse, accompagnés
de points de cours. Les publics visés sont les étudiants et étudiantes de
Master 1 et celles et ceux préparant ’agrégation de mathématiques, qui
pourront y trouver des idées de développements. Ce livre cherche & pro-
poser des exercices de synthése ou croisant plusieurs notions, mais aussi &
approfondir des notions au niveau de l'agrégation de Mathématiques. Il
ne se veut absolument pas un livre autocontenu balayant l'intégralité du
programme de Mathématiques de ’agrégation. C’est en fait trés intention-
nellement que, le long des différents volumes, les thémes sont abordés sans
ordre a priori : I'objectif est de pouvoir picorer dans chaque théme indé-
pendamment des autres, et que cela soit 'occasion de faire des liens ou des
ponts entre les notions.

Les exercices sont relativement détaillés, afin de permettre une progression
naturelle par soi-méme. Un corrigé détaillé est systématiquement proposé. Il
ne faut bien siir pas penser qu’il suffise d’apprendre la solution d’un exercice
pour maitriser une notion : je crois sincérement que rien ne remplace le
temps consacré a se confronter et a rechercher les exercices pour comprendre
une notion, et les corrigés ne sont la que pour proposer des rédactions. Il
me semble enfin naturel de voir les notions en plusieurs fois ; ¢’est pourquoi
une A signale une question ou un exercice un peu plus ardu, que 'on peut
réserver a une seconde lecture.

Pour les aspects historiques, le lecteur ou la lectrice pourra consulter [20],
[39], [6] ou [37], par exemple, ou encore le site MacTutor History of Mathe-
matics archive [65]. Seules sont données, en fin de volume, quelques dates
de mathématiciens ainsi que quelques références aux articles ou livres ori-
ginaux. On constatera que, pour la période considérée, on n’envisage pas, a
quelques trés rares exceptions prés, que les femmes fassent des mathéma-
tiques. Sur le premier chapitre, de nombreuses références sont issues de la
lecture de [34].

Je voudrais dire un mot sur le choix du titre. Ce livre n’a d’autre ambition
que de proposer des chemins, des pistes d’exploration, et chacun, chacune
est, bien siir, libre d’emprunter la voie qu’il ou elle préfére. Pour faire écho a

— xiii —
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la phrase mise en exergue, il est certain que j’ai énormément appris lors de
la rédaction de ce livre, et que cela ne m’a pas rajeuni. J’ai simplement
souhaité que le temps que j’al moi-méme passé a ces recherches puissent
bénéficier a d’autres.

Je voudrais remercier chaudement Mr. Rached Mneimné pour son soutien,
sa confiance et son intérét constants dans ce travail.

Tome 1 - Prérequis. Ce premier tome propose le théme des distributions
tempérées, cours que j’'ai enseigné pour la préparation a 'agrégation de
mathématiques & Nice. Le point de vue adopté pour le théme des distribu-
tions tempérées est de ne pas présenter les distributions mais de se placer
d’emblée dans le cadre des distributions tempérées afin de privilégier ’as-
pect calcul (solutions fondamentales, transformation de Fourier), ce qui
correspond aux exigences du programme actuel de 'agrégation de Mathé-
matiques. On trouvera dans [8] (voir également [21]) tous les outils d’inté-
gration nécessaires, y compris ce qui concerne les espaces L, la convolution
et la transformation de Fourier sur L'(R?). Rappelons que pour (£2, A, 1)
un espace mesuré, et 1 < p < oo, on note

def

7(Q) & {f :Q = R ou C mesurable telle que /Q|f|p dp < oo}

et

L>(Q) e {f: 2 = R ou C mesurable

telle que 3C' > 0 mesurable telle que |f| < C pu-p.p}.

IIs sont munis de, respectivement,

11 ([ 10 aw) ™

I £llz= < inf{C > 0 tel que |f| < C p-p.p}-

et

Comme d’habitude, nous identifierons deux fonctions égales presque par-
tout et (LP(), [ - [|zr), (L=(R),] - |lz=) sont alors des espaces vecto-
riels normés complets (théoréme de Riesz-Fischer). La lectrice ou le lecteur
pourra trés bien, dans une premiére approche, passer les démonstrations
des résultats pour se confronter aux exercices. Pour approfondir la théorie
des distributions, nous renvoyons a [84], [5], [97], [31], ainsi qu’a [2], dont
certains exercices ont inspiré quelques-uns de ce livre, et a [63].

J’adresse un merci particulier et sincére a Claire Scheid pour m’avoir sug-

géré les résultats de Paley-Wiener sur la causalité et m’avoir si souvent
encouragé dans ce long travail.
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Il est certain que ce livre contient, malgré de trés nombreuses relectures,
des erreurs plus ou moins grosses ainsi que des fautes de frappe : je suis
preneur de toute remarque que l’on voudra bien m’envoyer a l’adresse
david.chiron@univ-cotedazur.fr. Une liste d’errata sera tenue & jour sur la
page https://math.unice.fr/“chiron/CheminsdAnalyse.html.

D. Chiron,
Nice, février 2021.
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Chapitre 1

Espace de Schwartz et
transformation de Fourier

ce def
On rappelle que, pour un multi-indice @ € N¢, on note a! = oy!---ag!

. . def d def
la multifactorielle, |af = 37_; a; sa longueur et 2® = 2f* - 23, et que

pour f € Cl*l on note 9*f = 9% f dof oty

Leibniz 0%(¢9)) = 3 _5¢, (g)a%aa—% valable pour ¢ et v de classe C*,

ou (g) def ﬁlﬁ), Enfin, (e;)1<j<a désigne la base canonique de R? et ||

la norme euclidienne du vecteur = € R? (le contexte évitera les confusions
avec la longueur |a| d’un multi-indice).

On rappelle la formule de

1. Espace de Schwartz
1.1. Définition et structure

1.1.1. Définition. On appelle espace de Schwartz ’ensemble . (R?) des
fonctions ¢ : R* — C de classe C>® telles que, pour tout r € N et tout
a € N9 la fonction x + (1+|z])"0%¢(z) appartient @ L>=(R?). Pourr € N

et ¢ € .Z(RY), on note N,(¢) def max|q|<, |7 = (14 [2])"0%(2) || oo (re)-

Les fonctions de l'espace de Schwartz sont donc des fonctions ¢ € C* qui
décroissent a l'infini plus vite que |z|~" quel que soit » € N (on dit que ¢
est & décroissance rapide), de méme que toutes ses dérivées. Insistons sur
le fait que les fonctions de .#(R?) sont définies sur R? tout entier. On
voit immédiatement que, pour r € N, N, est une norme sur .¥ (Rd), et
que N, < N1 sur .Z(R9).
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2 I. Espace de Schwartz et transformation de Fourier

De plus, la majoration facile |z|? < (1 + |z|)" pour 0 < j < r, z € R4,
garantit que, pour ¢ € .Z(R%), r € Net a € N? tel que |a| < 7, on a
'inégalité |z|7|0%¢(z)| < N,(¢) pour tout x € R?. L. Schwartz utilisait la
lettre . non pas comme initiale de son nom, comme on pourrait le penser,
mais parce qu’il voyait ces fonctions comme définies sur la sphére aprés
compactification via la projection stéréographique.

Exemples :
1/ on a C*(RY) C 7 (RY);

2/onax— /2 ¢ 7 (R), et plus généralement, si u € R, 0 > 0, la fonc-
tion de Laplace-Gauss non centrée x — e~ (@=m?/(20%) appartient & % (R);

3/ st A€ SFH(R), alors z — exp(—(z|Ax)/2) € #(RY);
4/ onal/ch € S(R);
5/ la fonction h : R? 5 x W n’appartient pas a .7 (R%);

6/ la fonction g : R 3 x s e*" sin(e®”) n’appartient pas a .%(R).
En conséquence de 1/ ou de 3/, on a .7 (R%) # {0}.

Démonstration. 1/ 1l est clair que les fonctions ¢ de C°(R?) sont dans
'espace . (R?) : si r € N et a € N%, la fonction x + (1 + |z])"0%¢(x) est
bien bornée sur R? puisque continue et & support compact. On rappelle
que C°(R?) # {0}, car la fonction

T — exp (_%W)l‘””‘“

appartient a C2°(R9) (par composition, car la fonction R 3 ¢ +— e~ /1,
est de classe C* sur R) et strictement positive sur la boule B(0,1). Etant
donné un compact K € R% et © C R? un ouvert contenant K, on peut
méme construire (voir, par exemple, [3]) une fonction ¢ € C°(R%) valant 1
sur un voisinage de K et nulle en dehors de Q2. Une telle fonction est souvent
appelée fonction plateau.

2/ Pour voir que g : x — e 2/2 ¢ Z(R), on observe que g est C* et que
pour tout a € N, g(® est de la forme P,g, ou P, € R[X] (les P, sont
donnés par Py =1 et la récurrence P, 1 = P, — 2P,). Par prépondérance
de I'exponentielle sur les polynémes & linfini, pour tout m € N, on a,
pour y — +00, e ¥ = o(y~™), donc e~ /2 = o(x~2™)
La fonction z +— (1 + |z])"0%g(x) est donc continue sur R et tend vers 0
en o0, donc est bien bornée sur R. Le cas de la fonction de Laplace-Gauss

non centrée est similaire (on peut aussi utiliser la variable y = (z — p)/0).

pour r — +00.




