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Avertissement de 'auteur

a Camille, Capucine, Justin, Pascale et a mes parents

Ce manuel contient les énoncés et les corrections détaillées d’une sélection de vingt-neuf
exercices et vingt-neuf quickies, gentiment transmis par Claude Menendian, et posés a
I’oral de I’école des Hautes Etudes Commerciales des années 2014, 2015 et 2016.

Loral s’articule de la fagon suivante :
> le candidat prépare un exercice pendant trente minutes ;

> il se rend ensuite dans la salle d’interrogation ot il expose I’exercice préparé a un
jury constitué de deux examinateurs pendant une durée variant entre vingt et vingt-cinq
minutes ;

> le jury pose alors, a froid, une question sur un tout autre théme — c’est la fameuse
question sans préparation ou question courte ou quicky — , cette seconde partie durant une
petite dizaine de minutes.

Voici maintenant un certain nombre de précisions qui doivent amener le candidat a affiner
sa préparation.

Il est important de savoir que I’un des deux exercices, celui que 1’on prépare ou la question
courte, contient obligatoirement des questions de probabilités et/ou de statistiques.

La premiere question de 1’exercice préparé est systématiquement une question de cours,
d’ou I’importance de bien maitriser ce dernier parce que c’est sur ce point purement
scolaire que le jury va forger sa premiere impression... En outre, et c’est une nouveauté
de ces derniéres années, on commence a y demander quelques démonstrations.

Les questions d’algorithmique et de Scilab sont rares, mais possibles.
Les questions tres calculatoires sont plus fréquentes qu’on ne pourrait le penser.

Comme le lecteur pourra aisément le constater en parcourant cet ouvrage, les difficultés
sont assez disparates et, compte tenu de ce que nous venons de dire, le calcul des
probabilités et la statistique inférentielle y tiennent une place non négligeable.

Comme d’habitude, nous recommandons aux futurs candidats de suivre les quelques
conseils suivants.

1. Prendre quelques minutes au début de la préparation pour lire, en totalité, I’énoncé en
vue de :

> découvrir, tout d’abord, les thémes abordés ;

> repérer, c’est toujours bon pour le moral, certaines questions que 1’on a déja
rencontrées auparavant. Il n’est pas interdit d’avoir vécu !



2. Ne pas s’obstiner a vouloir traiter dans 1’ordre toutes les questions. Ne pas perdre trop
de temps a « sécher » sur une question. Le passage aux questions suivantes donne souvent
des pistes a propos des questions précédentes.

3. Réussir impérativement les questions calculatoires pendant sa demi-heure de prépa-
ration. Pour prendre quelques exemples, il est tres difficile de mener a bien, au tableau,
un pivot sur une matrice (3, 3), ou pire (4,4), de mener a bien également une étude de
fonction un peu « bourrine », lorsque les examinateurs vous reprennent a la moindre
étourderie et vous somment d’en terminer rapidement !

4. Avoir une rigueur intellectuelle et mathématique a toute épreuve. Il faut &tre le premier
convaincu par ce que 1’on dit. Il ne faut pas oublier de distinguer les éventuels cas et les
situations particulieres. Il y a souvent des « facettes » dans nos travaux. Il faut également
bannir les fautes grossieres —divisions par zéro, manipulations diaboliques des inégalités,
atrocités avec les variables muettes — grandes spécialités des gougnafiers. Attention
également au bluff qui est fortement sanctionné.

5.Eviter les abréviations. Il faut parler un francais pas nécessairement chatié mais correct.

6. 11 faut enfin ne pas perdre de vue qu’il s’agit d’une épreuve orale. Il faut donc conseillé
d’écrire le minimum de choses au tableau — les essentielles pour ne pas les nommer —
et de véhiculer oralement le maximum d’arguments en regardant les examinateurs dans
le blanc des yeux ! Eviter d’effacer trop rapidement des choses précieuses. Les tableaux
sont grands, profitez-en !

7. Nous précisons que nous avons volontairement laissé les sujets des exercices comme
ils nous ont étés originellement transmis, avec leurs rares faiblesses, et cela nous vaudra
quelques commentaires parfois cinglants !

Nous vous souhaitons un bon et agréable travail.

Adishatz !

Margauchamfont, 25 avril 2017.

jean-louis Roque
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Exercice 1

Les variables aléatoires qui interviennent dans cet exercice sont définies sur un espace
probabilisé (2, A, p).

1. Question de cours.— Définition de la convergence en probabilité d’une suite de variables
aléatoires.

2. Dans cette question, on note Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée
réduite et ® la fonction de répartition de Z.

Pour tout réel @, on note Py la loi de la variable aléatoire Yy = (Z 4 6)2.

a. Exprimer la fonction de répartition de Yy en fonction de ®.

b. La variable Yy possede-t-elle une densité ?

c. Reconnaitre la loi P,.

d. Montrer que pour tout 6 > 0, les lois Py et P_y sont identiques.
3.a. Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs positives ou nulles. Etablir, pour tout
couple (a,b) € R2, I'inégalité

(VX —al >b) <p(|X - a?| > ab).

b. Soit (T}, )nen+ une suite convergente d’estimateurs d’un paramétre positif inconnu 6,
ne prenant tous que des valeurs positives ou nulles. Déduire de la question précédente que
la suite (\/ T, )n o+ estune suite convergente d’estimateurs du paramétre /6.

4. Dans cette question, 6 désigne un paramétre positif inconnu et (X,,),en+ une suite
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune P
définie dans la question 2.

a. Trouver une suite d’estimateurs sans biais (T, )nen- = (¢n(X1,.. ., X"))nGN* du
paramétre 62.

b. En déduire une suite convergente d’estimateurs du parametre 6. Sont-ils sans biais ?

EUREKA !

1. DEFINITION

Soit (Q, A, p) un espace probabilisé. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires
réelles définies sur cet espace et X une variable aléatoire réelle également définie sur ce
méme espace. On dit que la suite (X,,) converge en probabilité vers X si

Ve > 0, ‘p(\anX|>e) ~—+——>0.

On écrit alors
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1l est facile de voir que cette définition peut également et largement se traduire par

Ve > 0, ‘p(|Xn—X|>e) — 0.

n—+o0o
2.a. Soit § et x deux réels. Nous avons élémentairement
(%) si z <0,
[—VZ—-0<Z<Jz—0] si z>0.
Comme Z ne charge normalement rien sur son passage, nous en déduisons que

0 si r <0,

P(Vr—0)—0(—vz—0) si x>0,
que nous préférons facetter adroitement et de facon équivalente en

0 si z <0,

o(yVr—0)—0(—y/z—0) si x>0,

parce que nous le voulons bien !

Fye (.’[) =

Nous peaufinons enfin 1’expression de notre répartition grace a la célebre propriété
fonctionnelle(*) de la fonction @, a telle enseigne qu’in fine

0 si z <0,
F, (z)= (1)
O(Vr—0)+o(Vr+60) -1 si z>0.

b. Il est bien connu que la fonction ® de Gauss est de trés grande classe sur R, pour ne
pas dire carrément de classe C* et il résulte des théorémes généraux que FYO est déja de
classe C°° sur R* puisque c’est assurément le cas de la fonction « racine carrée » sur RY, .
En outre, au vu et au su du premier cas de notre seconde présentation, la répartition de Yy
est continue a gauche en zéro.

Les fonctions de répartition étant universellement partout continues a droite, il ne nous
en faut pas plus pour clamer que :

> la fonction FYg est continue sur R ;
> la fonction F\, est de classe C' sur R\ {0}.
Alors oui, la variable aléatoire Y, possede bel et bien une densité.

c. Dans le cas particulier § = 0, la récente expression (1) devient tout simplement

0 si z <0,
Vz € R, Fy (z) =
20(y/z) -1 si x>0,

(*) Fameuse identité selon laquelle ®(—s) = 1—®(s) pour tous les réels s.
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et il s’ensuit quasi mentalement qu’une densité de Y est la fonction fYo définie sur R par

0 si t <0,
Vt S R, fYQ(f) = e,t/g
— si t>0,

V2rt

puisque nous sommes supposés maitriser les finesses de la dérivation. Pour faciliter la
reconnaissance, nous lui préférons le nouveau look

0 si t <0,
vVt € R, fyo(t) =90 Y2tz
W si t>0,
qui permet au physio de tonitruer
1
%o—T(23):

puisque nul ne peut ignorer la fameuse égalité

r(3)-v

I Cette loi est bien connue des statisticiens. Elle s’appelle loi du khi-deux a un degré de
liberté et son logo est
(1)

r Autre chose, comme les lois Gamma a deux paramétres semblent avoir disparu des
écrans, nous apportons la précision suivante. Si ¢ et r sont deux réels strictement positifs,
on dit qu’une variable aléatoire U suit la loi I'(6, ) si

— = (r).

Cette remarque s’appliquera a nouveau quelques lignes plus loin.
d. Soit 6 un réel positif. Nous ne dirons rien de plus que « no comment » puisque

I’expression (1) supra et nos mirettes nous murmurent a ’oreille I’égalité

Fyg = Fy,y

et que les lois de probabilités sont caractérisées par les fonctions de répartition corre-
spondantes.

3.a. Soit a, b et u trois réels positifs. Grace a une importante identité du feenager, nous

avons
ju—a?| = Vi~ al<[ Vi +a],
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d’ou il ressort hyperpositivement que
}u — az} > a’\/ﬂ —al.

Comme X est a valeurs positives, on en déduit mentalement I’inclusion événementielle
[}\/X—a‘ > b} - [|X—a2| > ab}.,

et comme la probabilité est un opérateur croissant. . .

b. Nous allons momentanément quitter le cadre stateux pour nous concentrer sur une
suite (U,,) de variables aléatoires positives convergeant en probabilité vers une constante
positive c, et notre destinée est alors d’établir que

VO, —— Ve

n—-+oo

Soit donc € > 0,n € N* et organisons-nous de facon urgente.

> Sic > 0, la précédente inégalité entraine
0<p(I[VUn — Vel =€) <p(|Un —c| > ce),
et nous savons par hypothese que

p(|Un —c| = ce) —— 0,

n—-+oo

puisque la suite (X,) converge en probabilité vers c et que le produit c € est ici strictement
positif. Il en résulte by squeeze que

p(|\/ﬁn7\/5| 25) —>07

n—-+o0o

et tout le monde est ravi.

> Si cest nul, la situation est assez différente d’autant que 1’inégalité du 3.a n’est plus
du tout opérationnelle. Il est cependant facile de justifier que

0< (VU =€) <p(|Un| =€),

les valeurs absolues étant par ailleurs jetables (a la corbeille), et de conclure a nouveau
par squeeze.

" Nous venons, dans le cas de la fonction « racine carrée », de démontrer un des aspects
du théoréme de la fonction continue. Ce théoréme figure depuis 2015 dans le programme
officiel, mais sous forme admise. . .

Nous pouvons maintenant rejoindre le camp de I’inférence en annoncant § € R . Il est

dit par hypotheése que
P
T, —— 0,
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et nous venons d’en déduire que
Po
VT, —— V.
n—-+o0o

So. ..

4. Soit a nouveau Z une variable normale centrée réduite. Il est dit que la variable X
admet la méme loi que
(Z+0)%,

sibien que la variable X; possede une variance, laraison essentielle étant que les variables
gaussiennes sont largement réputées pour posséder tous les moments du monde. Nous
gardons au chaud ces précieuses informations.

a. Etant donné que le reenager nous rappelle que
(Z+0)2=2>+207 +6°,
le lecteur devrait rapidement — et linéairement ! — se convaincre de ce que
Eg(X1) =146
les moments — du moins les premiers — de la loi A/(0, 1) étant connus comme the white

wolf.

Compte tenu de ce qui mijote quelques lignes plus haut, il a €té vu en classe que la suite

(Yn)nEN*’

des moyennes empiriques est une suite convergente d’estimateurs sans biais du parametre
1+ 62,
et I’on en déduit quasi mentalement que la suite

( Tn)nGN*v

ou,

VYn € N, Tn=X,—1,
est une suite convergente d’estimateurs sans biais du paramétre 62.

b. Tout le monde est alors tenté de se tourner vers la question 3.b, mais il y a un obstacle
de taille : les estimateurs 7;, que nous venons de mettre en avant n’ont aucune raison
de prendre des valeurs positives ou nulles. Voici alors un petit lemme probabiliste qui
pourrait nous enlever I’épine du pied.

LEMME DE CONVERGENCE DU TRANSFERT ABSOLU
Soit (Q, A, p) un espace probabilisé, (U, )nen+ une suite de variables aléatoires définies
sur cet espace et U un aléa numérique également défini sur notre espace. On a
Uimplication :
P P
U,——U = |U,| ——|U|
n——+4oo

n—+oo
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La preuve se fait quasi mentalement via 1’une des versions de I’'inégalité du triangle, grace
a laquelle nous avons
[Unl = U] < |Un = U

Le réel strictement positif € étant alors donné, il s’avere transitivement que
[HUn\ — ||| > e] c [|U, —U| > €,
inclusion qui, selon une classique croissance, induit I’encadrement
0 gpﬂ\m — )| > e] <p[|U. —U|>d].

Le squeezing process se charge désormais de terminer 1’affaire.

 Comme nous I’avons déja signalé, le nouveau programme 2015 inclut le grand théoréme
de la fonction continue, qui raconte que, pour toute fonction continue f sur un domaine
ad hoc,on a :

Uy ——U = f(U,) —— f(U).

n—-4oo n—-+4oo

Ce bien bel outil est officiellement admis — dans le cas général sa preuve n’est pas si
commode — mais nous 1’avons démontré supra dans le cas de la « racine carrée » et ici
dans celui de la « valeur absolue ».

Grace a ce lemme, il est maintenant acquis que (\Tn|) est une suite convergente estimant

encore 62, et la question 3.b arrive 4 point nommé en assurant que (\/ | T ) est une suite
convergente d’estimateurs de 6 puisque ce dernier est positif. . .

Il reste a répondre a la question de 1’éventuel « non biaisage ». Si tel était le cas, nous

devrions avoir
VO=0, E,(VITal) =0,

et, en particulier,
E (VITal) =0, ie. E (y/|Xn—1])=0.
Or, depuis un récent ¢, la loi Py est la distribution
1
r (2 : —) ,
2

et grace aux sublimes propriétés de la loi gamma — stabilité, homothétie, . . . — il est tres
facile de découvrir que

— 2 n

X, T <, ,).

n’ 2

Dans ces conditions, et selon le théoreme de transfert, I’intégrale qui gere 1’espérance

Eo( !Y"_”)’
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a savoir
- 71677”&/2

+oo
t
VIE—T]x——
0 2/

ey
n)"/2T(n/2)

I

souffre peu de probléme existentiel — un t2-shot en vient aisément 3 bout — et,
conformément au théoréme de stricte positivité, elle a bien I’air d’étre strictement positive.
En conséquence et en ce qui concerne le c6té unbiased, on peut définitivement oublier. . .

Quicky 1

1. Montrer que la matrice réelle

M=

o o o
o O
Qo O

est diagonalisable si, et seulement si, la matrice
a b
A=

2. Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un R-espace vectoriel de dimension 3 et
soit D une droite vectorielle stable par f.

est diagonalisable.

a. Montrer que D admet un supplémentaire stable par f.

b. Montrer que si P est un supplémentaire de D stable par I’endomorphisme f, la
restriction de f & P définit un endomorphisme diagonalisable de P.

EUREKA !

1. Nous nous permettons de rappeler une condition nécessaire et suffisante qui va tres
bientdt étre au cceur de nos plus profonds débats.

CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE LA BASE PROPRE

Soit n un entier naturel non nul et soit H une matrice carrée d’ordre n a coefficients
dans K. Alors, la matrice H est diagonalisable si, et seulement si, il existe une base de
Pespace vectoriel M, 1 (K) formée de vecteurs propres de H .

Remarquons également, a la lecture de la matrice M, que le vecteur
1
1= 10
0

est, quoi qu’il arrive, un vecteur propre de M, attaché d’ailleurs a la valeur propre 0.

Nous pouvons désormais attaquer I’affaire et comme il semble que nous ayons affaire a
un authentique « si, et seulement si », ¢’est naturellement en deux temps que nous nous
organisons.



